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PHYSIKA & sremen 13.12.2023

Das Phinomen der Resonanz am Beispiel des Serien-

schwingkreises (E16)

Ziel des Versuches

Neben den verschiedenen Erscheinungsformen der Resonanz in unserem All-
tag, findet die Untersuchung bzw. Einstellung der Resonanzbedingung in
vielen Bereichen der Technik und Forschung Anwendung. Ein Beispiel ist
die Resonanzabsorption, bei der die Schwingungsenergie einer Signalquelle
durch das zu untersuchende Objekt maximal absorbiert wird, wenn dessen
Eigenfrequenz mit der der Signalquelle ilibereinstimmt. Dieses Messverfah-
ren findet Anwendung in der Untersuchung von Gasen, der Mechanik, Kern-,
Astro- und Festkorperphysik, aber auch in der Elektrotechnik. Neben der Zu-
nahme der Absorption gibt es die Verstirkung des Signals, bei Ubereinstim-
mung der Anregungs- und Eigenfrequenz. Dieses wird u. A. zum Herausfil-
tern von Wechselspannungen einer definierten Frequenz aus einer Vielzahl
verschiedener Frequenzen ausgenutzt. In diesem Versuch werden die Re-
sonanzphinomene in einem Serienschwingkreis, bestehend aus der Reihen-
schaltung von ohmschem Widerstand, Kondensator und Spule, untersucht.
Charakterisierend dafiir sind die zu bestimmenden Grofen, wie Eigenfre-
quenz, Impedanz, Giite und Resonanzfrequenz des Schwingkreises. Bei der
Kopplung zweier Schwingkreise werden Sie die Aufspaltung der Resonanz-
frequenz in zwei Eigenfrequenzen des Systems beobachten konnen, wobei
die Grofe der Aufspaltung von der Stdrke der Kopplung abhingt. Dieser Ef-
fekt kann auch in der Quantenoptik und bei Saiteninstrumenten (Wolfton)
beobachtet werden.

Aufgaben zur Vorbereitung

Fiir die Schaltung in Abb. 1b berechnen Sie:

die Resonanzfrequenz wy = / %

die GroBe von R fiir den aperiodischen Grenzfall.

2
fiir R = 1kQ die Frequenz w = % - <%)

fiir das vorangegangene w und R das logarithmische Dekrement A =

In ( ,(ig)ﬂ) = Z_IZ und den Giitefaktor Q = %




Fiir die erzwungene Schwingung berechnen Sie:

e fiirR = 100Q), w, A, und Q, sowie die Spannungsiiberhthung Uy, (wp) =

woL %2 und Uc(wo) = o - Y mit Ug =7V

e den Wert der Phasenverschiebung ¢ im Fall der Anregung mit der Reso-

1
woL— @oC

nanzfrequenz. ¢ = arctan

e Was gilt in diesem Fall fiir die Impedanz Z?

Theoretischer Hintergrund

Freie gedampfte Schwingungen

Ein geschlossener Kreis aus Widerstand, Kondensator und Spule bildet einen
Schwingkreis. Wird der Kondensator aufgeladen (Abb. 1a, Schalter S in Stel-
Iung 1) und anschlieBend der Schwingkreis geschlossen (Abb. 1a, Schalter S
in Stellung 2), so flieBt der Entladungsstrom durch die Spule. Aufgrund der
Selbstinduktion wird dabei in der Spule eine dem Strom entgegenwirken-
de Spannung induziert, die das AbflieBen der Kondensatorladung verzogert.
Nach der kompletten Entladung des Kondensators bewirkt die Selbstindukti-
on dagegen eine Aufrechterhaltung des Stroms, so dass der Kondensator mit
umgekehrter Polung (teilweise) wieder aufgeladen wird. Dies fiihrt zu einer
gedampften Schwingung des Stroms.
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Im Folgenden sollen die GesetzmifBigkeiten bei der freien geddmpften
Schwingung anhand des Beispiels in Abb. 1a hergeleitet werden. Nach der
kirchhoffschen Maschenregel in Verbindung mit dem ohmschen Gesetz er-
gibt sich fiir den geschlossenen Schwingkreis:

|
UR—I—UC—I—UL:O:RI—O—LI—O—EfIdt . (1
Differentiation nach der Zeit und Division durch L liefert:
. R. 1
I+-=-I1+—I=0 . 2
+ I + IC (2)

Diese Differentialgleichung ist vollstindig analog zur Bewegungsgleichung
mechanischer Schwingungen mit Riickstell- und Reibungsglied.! Die voll-

standige Losung lautet:

R R\ 1
1() = eV + he | Ajp=-—+ (—)—— NG
(1) 16" + he 12 7L 7L IC 3)

Abbildung 1: Aufbau der Schaltung fiir
freie geddmpfte Schwingungen; a) mit
Schalter, b) angeregt durch periodische
Rechteckpulse zur Messung mit einem Os-
zilloskop

! siehe Versuche M9 bzw. M10



I1 und I, sind komplexe Integrationskonstanten, die durch die Anfangs-
bedingungen festgelegt werden.

I ( t) Abbildung 2: Der zeitliche Verlauf des
Stroms /

1) bei geddmpfter Schwingung,

2) im Kriechfall mit Nulldurchgang,

3) im Kriechfall ohne Nulldurchgang
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Die GroBe der Dampfung % bestimmt, ob die Wurzel reell oder imaginér
wird. Man unterscheidet folgende Fille:

. . .o 2
Schwingfall (unterkritische Ddmpfung): (%) < %
. .. . . .. 2
Kriechfall (iiberkritische Dampfung): (2%) > %
. . LR .. 2
Aperiodischer Grenzfall (kritische Dampfung): (%) = % 2 ?Dieser findet Anwendung um eine
Schwingfall: In diesem Fall ist die Wurzel in Gl. (3) imaginir und (7) schnellstmdgliche  Riickkehr eines —an-
. . . gestoBBenen System in seine Ruhelage zu
stellt eine gedampfte SCthngung dar: ermoglichen, ohne das die Stérung zu einem
Anschwingen des Systems fiihrt. Dabei
) R\2 wird die Dampfung an die Eigenfrequenz
R R
I(t) — Ioefﬂtcos(a)t— ¢) L ow= - (_ ) ) des Systems angepasst, sodass wg = 3
LC 2L erfiillt ist.

Die Amplitude klingt mit wachsender Zeit exponentiell ab (siehe Kurve 1
in Abb. 2). Die Schwingungsfrequenz fiir den ungedédmpften Fall R — 0 nennt
man Eigenfrequenz des Schwingkreises:

1
=11 - (5)

Das Verhiltnis zweier aufeinanderfolgender Maxima (oder Minima) 1(¢)
und /(¢4 T) ist:
_Ry
I(t) _ e 2L _ E%T
I(t4+T) o2 (+T)

mit der Periode T = 1/v = 2n/w. Der natiirliche Logarithmus dieses

(6)

Verhiltnisses heifit logarithmisches Dekrement A:

I(t R R
Ao 10 ) R _ R %
I(t+T) 2Ly wL

In der Technik werden schwingende Systeme durch den sogenannten Gii-
tefaktor Q charakterisiert. Dieser ist definiert als das Verhaltnis der im schwin-

genden System gespeicherten Energie und dem Energieverlust je Periode:

=== . ®)

Die Energie des Schwingkreises ist in Form der elektrischen Feldenergie
des Kondensators und der magnetischen Feldenergie der Spule gespeichert



und pendelt zwischen beiden Energieformen hin und her. Zum Zeitpunkt ma-
ximaler Stromstirke befindet sich die Energie vollstindig im Magnetfeld der
Spule und betriigt E = L 1> /2. Die Maximalamplituden des Stroms nehmen
zeitlich exponentiell ab (Ijpax = Ioe‘ﬁ’ ), so dass man fiir den Giitefaktor

v Iy 2wl m ©
B T _ZImaxjmax B R B A

Q

erhilt.

Kriechfall: Bei starker Ddmpfung sind ;7 in Gl. (3) reell und negativ.
Die Losung der Differentialgleichung (2) ist also eine Uberlagerung zwei-
er abklingender Exponentialfunktionen. Dabei treten keine Schwingungen
mehr auf, jedoch kann abhingig von den Anfangsbedingungen noch ein
Nulldurchgang stattfinden. Der zeitliche Stromverlauf kann also entweder
wie Kurve 2 oder wie Kurve 3 in Abb. 2 aussehen.

Aperiodischer Grenzfall: Bei kritischer Ddmpfung tritt eine Entartung der
Werte A1 und A, auf (11 = Ap = —R/2L). In diesem Fall stellt Gl. (3) nur
eine Losung dar. Es muf3 jedoch noch eine zweite linear unabhéngige Losung
existieren. Diese ldsst sich z. B. durch den Losungsansatz der Variation der
Konstanten finden. Als allgemeine Lésung ergibt sich:

1(1) = (Io + Lt)e 2! (10)

Auch in diesem Fall findet keine Schwingung mehr statt. Wie im Kriech-
fall kann /(r) je nach Anfangsbedingungen durch Null gehen oder nicht. Eine
besondere Bedeutung besitzt der aperiodische Grenzfall insofern, als in die-
sem Fall die Anndherung an die Ruhelage des schwingenden Systems am
schnellsten vor sich geht. Dies wird z. B. in Zeigerinstrumenten ausgenutzt.

Erzwungene Schwingungen
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Wird in den Schwingkreis noch eine Spannungsquelle mit zeitlich verén-
derlicher Spannung U (¢) eingebaut (siehe Abb. 3), gilt:

Up+Uc+UL=U(r) . an

Abbildung 3: Aufbau der Schaltung fiir er-
zwungene Schwingungen



Fiir einen sinusformigen Verlauf der Spannung U (¢) = Upe'” ergibt sich
somit:

| :
LI+RI+61:inOe“‘” . (12)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist die Superposition der allge-
meinen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung (2) mit einer speziel-
len Losung der inhomogenen Gleichung. Diese spezielle Losung erhélt man
durch Einsetzen des Losungsansatzes I(t) = Ipe'’ in GI. (12). Lost man
dann nach Iy auf, so ergibt sich:

_ Uo
- R+i(wL—-1/wC)

Iy (13)

Ip kann durch Betrag und Phase dargestellt werden, d.h. es gilt Iy =
[ole!#. Damit ergibt sich fiir die spezielle Losung von Gl. (12):

. U, L—-1/wC
1(r) = ple! @) Jig| = 0 . tang = %
\/Rz + (wL-1/wC)?
(14)

Zu dieser Losung ist die allgemeine Losung der homogenen Differenti-
algleichung hinzuzuaddieren. Diese allgemeine Losung wurde im Abschnitt
iber freie Schwingungen bereits behandelt. In allen Féllen ergab sich ein mit
der Zeit abklingender Stromverlauf. Deshalb stellt die Losung der homoge-
nen Gleichung nur einen Einschwingvorgang dar. Nach hinreichend langer
Zeit ist somit allein Gl. (14) maligeblich.

Die Amplitude |/p| ist eine Funktion der Frequenz w der dufleren Span-
nung. Sie erreicht ein Maximum fiir (wL — 1/wC) = 0. Die durch diese
Bedingung definierte Frequenz wy = 1/ VLC heiBt Resonanzfrequenz des
Schwingkreises.

Fiir die Amplituden der Teilspannungen an der Spule und am Kondensator
gilt bei Resonanz:

IUL(wo)l = ILI| = woL2 = QU
(15)

Uc(wo)l = I1E [ 1dd] = Lo % = woL%e = QUq

Die Identitdt mit QU ergibt sich durch Vergleich mit den Gln. (7 und 9).
Da Q deutlich groBer als 1 sein kann, konnen Uy, und U¢ die Spannung Uy
weit libersteigen (Spannungsiiberh6hung). Die Resonanz im Serienschwing-
kreis wird deshalb auch Spannungsresonanz genannt. Der Giitefaktor

7 woL 1 [L
0 A R RNC (16)

bestimmt nicht nur die Spannungsiiberhdhung bei Resonanz, sondern auch
die Form der Resonanzkurven (Abb. 4). Diese werden um so schmaler und
steiler, je groBer Q wird.

Eine hiufig verwendete GroBe zur Charakterisierung der Kurvenform von
Resonanzkurven, Spektrallinien etc. ist die Halbwertsbreite Aw, welche die
Differenz der Frequenzen wj,w; angibt, bei denen das Signal gerade halb
so grof} ist wie bei Resonanz. Im Falle des Schwingkreises bezieht man sich



iblicherweise auf die Energie der Schwingung, sodass in Abb. 4 die Halb-
wertsbreite nicht auf halber Hohe, sondern bei I = I/ V2 eingezeichnet ist.
Der Strom ist genau dann auf den Anteil I/ V2 abgesunken, wenn der Aus-
druck in der Wurzel in Gl. (14) doppelt so grof} ist wie bei Resonanz, also

wenn gilt:
R = |a)1’2L— 1/w1’2C| S
R ¢ = w12 VLC - —1 =
L 1’2 w12 \/If
Lo [ | kel
9] wy w2 wow1 2

Bei ausgeprigter Resonanz (d.h. Aw < wy) ist die Resonanzkurve in
der Nihe von wg weitgehend symmetrisch, d.h. es gilt: |w] — wy| = Aw =
2|w1 2 — wol. Damit folgt:

1 (Aw/2) 2wy  Aw

0 w(z) wo

a7

Die relative Breite der Resonanz ist also reziprok zur Giite des Schwingkrei-
ses.

Fiir einen Wechselstromkreis kann man schreiben U = |U|e¢'“! und I =
1] €l(@ ) Damit ist der komplexe Widerstand (Impedanz) Z = U /I nicht
mehr von der Zeit ¢ abhédngig:

’U
zZ=|-
1

2

. . 1
e =1Zle¥ mit |Z|= \/R2 + (wL— —)
wC

Die Funktion Z = Z(¢) heiBt Z-Ortskurve, deren Kehrwert liefert die
Ortskurve der Admittanz (Y).

Versuchsaufbau und -durchfiihrung

Fiir den ersten Versuchsteil muss die Schaltung in Abb. 1b aufgebaut werden.
Als Spannungsquelle dient ein Rechteckgenerator (RG), dessen Tastverhilt-
nis direkt am Generator eingestellt werden kann. Das Tastverhiltnis ist defi-
niert als die Dauer eines Rechteckpulses 7', im Verhiltnis zur Periodendauer
TR der gesamten Rechteckschwingung (siehe Abb. 5).

Abbildung 4: Die Amplitude des Stroms als
Funktion der Anregungsfrequenz.
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Das periodische Rechtecksignal ersetzt den Schalter in Abb. 1a. Wihrend
des Rechteckpulses wird der Kondensator wie bei Schalterstellung 1 aufgela-
den. Nachdem das Rechtecksignal gerade aufgehort hat, kann der Schwing-
kreis frei schwingen wie in Schalterstellung 2. Bei hinreichend grofer Peri-
ode TR setzt der nichste Rechteckpuls erst ein, wenn die Schwingung bereits
abgeklungen ist. Der Strom / im Schwingkreis wird {iber den Spannungsab-
fall am Widerstand R, gemessen.> Als einstellbarer Widerstand R eignet
sich ein Potentiometer mit 10 k().

Das Oszilloskop wird mit Hilfe der Rechteckpulse getriggert und misst
deshalb in periodischer Folge immer wieder den gleichen Stromverlauf des
Schwingkreises. Dabei ist es sinnvoll, auf dem zweiten Kanal des Oszillo-
skops die Ausgangsspannung des Generators zu messen. T, sollte moglichst
kurz gewdhlt werden, ohne dass jedoch das Signal vom Schwingkreis zu
schwach wird.

Die nachfolgend beschriebenen Messungen werden nun fiir die Kombi-
nation von C = 0,1 uF und L =~ 120 mH fiir drei verschiedene Dampfun-
gen (Potentiometereinstellungen oder Festwiderstinde) ausgefiihrt. Als Spu-
le verwenden Sie eine Hilfte (1800 Wdg.) der Doppelspule. Der genaue Wert
fiir die Induktivitit ist auf der Spule angeben.

Messen Sie zunichst die Eigenfrequenz wy (bei geringer Ddmpfung) mit
Hilfe des Oszilloskops. Stellen Sie danach drei unterschiedliche Dampfun-
gen ein und messen Sie jeweils das logarithmische Dekrement. Bestimmen
Sie dabei jeweils den gesamten ohmschen Widerstand R im Schwingkreis
mit einem Multimeter. Stellen Sie zuletzt den aperiodischen Grenzfall ein,
indem Sie erstens, aus der iiberkritischen Ddmpfung kommend, R schrittwei-
se verkleinern, und zweitens, aus dem Schwingfall kommend, R schrittweise
vergrofern. Messen Sie jeweils R und schitzen Sie durch Vergleich beider
Werte den Fehler ab. Den aperiodischen Grenzfall erkennt man daran, dass
der Schwingkreisstrom / am schnellsten auf Null abfillt. Dabei ist allerdings
zu beachten, dass noch ein Nulldurchgang moglich ist.*

Im zweiten Versuchsteil wird die Schaltung zur Untersuchung erzwunge-
ner Schwingungen aufgebaut. Um die Resonanzkurve aufzunehmen, wird
anstelle des Rechteckgenerators ein Sinusgenerator, dessen Frequenz iiber
einen bestimmten Bereich verdndert werden kann, in den Stromkreis ein-
gesetzt. Als Sinusgenerator wird hier das PC-gesteuerte ,,Power-CASSY*-
Interface verwendet und entsprechend Abb. 3 angeschlossen. Verwendet wird
wieder eine Hilfte der Doppelspule (1800 Wdg., 120 mH) und C = 0,1 uF.
Der Messwiderstand kann entfallen, da das Power-CASSY den Strom intern
misst, wenn es als Konstantspannungsquelle betrieben wird.

Die notwendigen Hinweise, um das Power-CASSY als Frequenzgenera-

Abbildung 5: Der zeitliche Verlauf der
Rechteckspannung.

3 Ry sollte dabei mdglichst klein sein (Ry, =
100 QY). Er legt die kleinstmogliche Déamp-
fung des Schwingkreises im Experiment
fest.

4 Kontrollieren Sie am besten gleich nach
der Bestimmung von R, ob die Bedingung
(R/2L)? = 1/LC etfillt ist.



tor zu betreiben und um die Messung zu automatisieren, finden Sie in der am
Versuchsplatz liegenden Kurzanleitung.

Nach erfolgreicher Einstellung konnen Resonanzkurven fiir verschiedene
Dampfungen, die Phasenverschiebungen in Abhéngigkeit von der Frequenz
und die Ortskurven aufgenommen werden. Die vom Funktionsgenerator ab-
gegebene Spannung soll parallel mit dem Oszilloskop beobachtet werden.

Nutzen Sie die noch freien CASSY-Eingdnge UA und UB , um die Span-
nungsiiberhhung an der Spule und am Kondensator in Abhingigkeit von
der Frequenz zu messen.

Aufgabenstellung

1. Messen Sie die Eigenfrequenz wy der freien Schwingung fiir die Kombi-
nation von C = 0,1 pF und L = 120 mH. Vergleichen Sie die experimen-
tell bestimmte Eigenfrequenz wg mit der nach GI. (5) berechneten.

2. Bestimmen Sie das logarithmische Dekrement bei drei verschiedenen
Dampfungen und messen Sie jeweils den zugehorigen Widerstand R. Er-
mitteln Sie mit Hilfe des Oszilloskops auflerdem jeweils die Schwin-
gungsfrequenz (bei groen Dimpfungen ist w signifikant kleiner als wy).
Uberpriifen Sie die Giiltigkeit von Gl. (7). Berechnen Sie den Giitefaktor
0 nach GL. (9) fiir alle drei Dampfungen.

3. Messen Sie fiir den von Ihnen eingestellten aperiodischen Grenzfall den
Widerstand R und vergleichen Sie ihn mit dem Wert, der sich aus der
Bedingung (R/2L)? = 1/LC fiir den Grenzfall ergibt.

4. Folgende Aufgaben sind fiir drei Festwiderstinde (z.B. R = 0, R =
1002, R = 200 O)) zu wiederholen:

(a) Nehmen Sie die Resonanzkurve fiir eine feste Dampfung auf . Be-
stimmen Sie aus der Kurve die Resonanzposition und die Halbwerts-
breite Aw. Vergleichen Sie die Resonanzposition mit wg aus dem ers-
ten Versuchsteil (Einfluss von Rg beriicksichtigen!).

(b) Berechnen Sie aus den Halbwertsbreite Aw den Giitefaktor nach Gl. (17)
und vergleichen Sie diesen mit den aus dem ersten Versuchsteil be-
stimmten.

(c) Messen Sie die Phasenverschiebung ¢ als Funktion der Frequenz.

(d) Messen Sie die Impedanz als Funktion der Frequenz und interpretie-
ren Sie diese.

(e) Messen Sie die Spannungen an Spule und Kondensator in Abhiingig-
keit von der Frequenz. Bestimmen Sie daraus die Spannungsiiberho-
hung und berechnen Sie den Giitefaktor nach Gl. (15). Vergleichen Sie
die Ergebnisse mit den nach den beiden anderen Methoden ermittelten.
Welche Methode zur Bestimmung von Q ist die genaueste?

5. Koppeln Sie einen zweiten Schwingkreis (gleiches C und L) gemal Abb. 3
iiber das magnetische Feld der Spule an den ersten an (verwenden Sie da-
zu die zweite Hilfte der Doppelspule) und nehmen Sie Resonanzkurve,
Phasenverlauf und Ortskurven auf. Interpretieren Sie die Ergebnisse.



